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  لوجيا+ جيو لوجىبيوالفرقة الثانية 

 التفاضل المتقدم
 

Ex: Discuss the existence of the limits:  

 
    2 2, 0,0

5
1 lim

3x y

xy

x y 
  

Taking the general path y mx , we have  

 

     

2 2

2 2 2 2 2 2 220 0 0

5 5 5 5
lim lim lim

3 1 3 1 33x x x

x mx mx mx m

x m x x m mx mx  
  

  
 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

3

4 4, 0,0

5
2 lim

x y

xy

x y 
  

Taking the general path y mx , we have  

 

     

3 4 4

4 4 4 4 4 4 440 0 0

5 5 5 5
lim lim lim

1 1x x x

x mx mx mx m

x m x x m mx mx  
  

  
 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

3 3

3

, 0,0
3 lim

x y

x

x y 
 

Taking the general path y mx , we have  

 
3 33

3 3 3

3 30 0 0
lim lim lim
x x x

x x x

x m xx mx
  

 


3

x    33

1

11 mm



 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

2

3 3, 0,0
4 lim

x y

x y

x y 
 

Taking the general path y mx , we have  

 

 

32 3

3 3 3 330 0 0
lim lim lim
x x x

x mx mx m x

x m xx mx  
 


3

x    33 11

m

mm



 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
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2

3 3, 0,0
5 lim

3x y

xy

x y 
 

Taking the general path y mx , we have  

 

 

 
 

32 2 2

3 3 3 330 0 0
lim lim lim

33x x x

x m xx mx x

x m xx mx  
 


3

2m

x    

2

33 1 31 3

m

mm



 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   , 0,0

6 lim
x y

x y

x y




 

Taking the general path y mx , we have  

 

 0 0
lim lim
x x

x mx x

x mx 






 1 m

x



 

 

 

1

11

m

mm





 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

 
2

2 2

4 4, 0,0
7 lim

x y

x y

x y




 

Taking the general path y mx , we have  

  
 

   
 

 
 

2
2 2 2 22 2 2 2 4 2 2

4 4 4 4 4 4 440 0 0

1 1
lim lim lim

1 1x x x

x mx x m x x m m

x m x x m mx mx  

   
  

  
 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

2

2, 0,0
8 lim

x y

x y

x y




 

Taking the general path y mx , we have  

 

 

 
 

 
 

 

 

2 2 22 2

2 20 0 0 0

1 1 1 0 1
lim lim lim lim

0x x x x

x m x m xx mx x m x

x mx x mx x x m x m m m   

  
    

    
 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

2 2

2 2, 0,0

3 2
9 lim

4 5x y

x xy y

x y

 


 

Taking the general path y mx , we have  

   

 

 
 

 
 

2 2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 220 0 0

1 3 2 1 3 23 2 3 2
lim lim lim

4 5 4 5 4 54 5x x x

x m m m mx x mx mx x mx m x

x m x x m mx mx  

      
  

  
 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
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    2 2, 1,0

10 lim
2 1x y

xy y

x x y



  
 

Taking the general path y mx , we have  

   

 

 

   

    

 
2

2 222, 1,0 1 1

11 11
lim lim lim

1 1 1x y x x

m xm x xy x

x y x m x  

 
 

      
2

1x     22 11

m

mm



 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

2

2, 0,0

3
11 lim

2 6x y

x y

x y




 

Taking the general path y mx , we have  

 

 

 

 

 

 

2 2

2 20 0 0 0

3 3 33 3 1
lim lim lim lim

2 6 2 6 2 6 2 6 6 2x x x x

x mx x x m x mx mx m

x mx x mx x x m x m m   

    
    

   
 

 
ولكن هذا لا يكفى أن نقول ان النهاية موجودة لذا يمكن ايجاد النهاية  mنلاحظ أن النهاية لا تعتمد على المسار 

2yمسار عام اخر وليكن باستخدام  mx  

 
 

 

 

 

 

2 2 22 2

2 2 22 20 0 0

3 1 3 1 33
lim lim lim

2 6 2 6 2 62 6x x x

x mx x m mx mx

x mx x m mx mx  

  
  

  
 

 
the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
    2 2, 1,2

2 2
12 lim

2 4 5x y

xy x y

x y x y

  

   
 

Firstly: we note that we can find the path through the point  1,2  as follows:  

   0

0

2
2 1

1

y y y
m m y m x

x x x

 
      

 
 

And By simplifying the limit we have 

   

   
   

  

   
2 22 2, 1,2 , 1,2

2 2 2 1
lim lim

2 1 4 4 1 2x y x y

x y y y x

x x y y x y 

    


       
  

Taking the general path    2 1y m x   , we have  

 

   

 

     

2 2

2 2 2 22 21 1

1 1
lim lim

11 1 1 1x x

m x m x m

mx m x x m 

 
 

    
 

the value of the limit depends on the general path, therefore, the limit doesn’t exist. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  
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Ex: Find the value of the limits:  

 
   , 1,2

1 lim 2 3
x y

x y


  
   

   
, 1,2
lim 2 3 2 1 3 2 8

x y
x y


     

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

2 2

, 1,1
2 lim

x y

x y

x y




 

بالتعويض المباشر نجد ان قيمة النهاية تساوى 
0

0
 لذا نلجأ للتحليل  

       

 2 2

, 1,1 , 1,1
lim lim

x y x y

x yx y

x y 






 

 

x y

x y



    
 

, 1,1
lim 1 1 2

x y
x y


      

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
       

2 2 2 2

, 1,1 , 1,1

1 1
3 lim lim 0

2x y x y

x y x y

x y x y 

  
 

 
 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

4 4

2 2, 0,0
4 lim

x y

x y

x y




 

بالتعويض المباشر نجد ان قيمة النهاية تساوى 
0

0
 لذا نلجأ للتحليل  

       

 2 2
4 4

2 2, 0,0 , 0,0
lim lim

x y x y

x yx y

x y 






 

 

2 2

2 2

x y

x y



    
 2 2

, 0,0
lim 0 0 0

x y
x y


      

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 
   

2 2

2 2, 2,2

2 5 3
5 lim

3 4x y

x xy y

x xy y

 

 
 

بالتعويض المباشر نجد ان قيمة النهاية تساوى 
0

0
 لذا نلجأ للتحليل  

       

 2 2

2 2, 2,2 , 2,2

2 5 3
lim lim

3 4x y x y

x yx xy y

x xy y 

 


 

 

 

2 3x y

x y



      

 

 , 2,2

2 3 4 6 2 1
lim

4 2 8 10 54 x y

x y

x yx y 

   
   

 
 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 تحياتى للجميع

ىــى الهلالــــعل  
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